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АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ КВАЗИОПТИМАЛЬНЫХ ЗАКОНОВ УПРАВЛЕНИЯ 
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Аннотация. Проведен анализ применения законов управления, разработанных на 

базе метода квазиоптимального синтеза с помощью подхода на основе условия 

максимума функции обобщенной мощности с применением аппарата нечеткой логики 

в задачах интеллектуализации прикладных задач управления транспортными 

системами на железной дороге. Построены схемы рассматриваемых систем в среде 

MATLAB Simulink, блок нечеткого логического вывода Такаги – Сугено реализован в 

Fuzzy Logic Designer. Анализ результатов моделирования позволяет утверждать, что 

предлагаемый закон управления дает возможность повысить эффективность 

управления по функционалам быстродействия и точности в сравнении с известным 

решением на основе подхода дифференциальных игр и принципа максимума 

Понтрягина в задачах управления типовыми динамическими объектами. 
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Введение 

Необходимость решения задач управления в условиях качественного роста интенсивности 

транспортных потоков, числа транспортных средств, повышения интенсивности скоростного режима 

требует применения новых подходов к модернизации железнодорожного транспорта. Это определяет 

актуальность применения интеллектуальных транспортных систем (ИТС), развитие которых 

основывается на комплексном использовании методов интеллектуализации, теории управления, 

системного анализа и других дисциплин [1, 2]. Одной из функций бортовых средств ИТС является 

автоматическое управление [3], развитие которого происходило по направлениям расширения классов 

и видов задач оптимального управления, усложнения систем управления и интеграции ранее 

качественно различных методов управления в единый комплекс [1]. Интеллектуализация 

ответственных процессов управления позволит повысить безопасность движения поездов [4]. 

Построение системы управления может осуществляться с применением известного метода 

квазиоптимального синтеза законов управления на основе редукции задачи Лагранжа к 

изопериметрической задаче [5], включающего в себя условие максимума функции обобщенной 

мощности.  

Так как условия функционирования в процессе движения изменяются непредвиденным 

образом в широких пределах, представляется эффективным применять адаптивные системы 

управления [6, 7]. Адаптацию управления к изменению условий движения можно осуществить с 

помощью использования нечеткого логического вывода [8, 9], что обеспечивается за счет изменения 

гиперповерхности переключения [9]. 

В работе рассматривается вопрос применимости законов управления, построенных на основе 

метода квазиоптимального синтеза с применением аппарата нечеткой логики. 

                                                           
* Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 23-29-00812. – 

URL: https://rscf.ru/project/23-29-00812. 
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Цель работы – анализ эффективности законов управления на основе условия максимума 

функции обобщенной мощности и аппарата нечеткой логики в сравнении с известными решениями. 

1 Постановка задачи синтеза управления с использованием системного подхода и 

формализма Лагранжа 

Рассматривается совокупность динамических систем, движение которых удовлетворяет 

уравнению Лагранжа второго рода [10, 11] 

    0 1,    1, , , ,s

s s

d T T
u t s n t t t R

dt q q

  
     

  
  (1) 

где   ,Т T q q   кинетическая энергия;  
T

1,
n

nq q R q   вектор обобщенных координат; 

 
T

1,
n

nq q R q   вектор обобщенных скоростей;      
T

1 , , nt u t u t   u   вектор ограниченных 

на конечном замкнутом интервале времени  0 1,t t R  управляющих обобщенных сил, ,Gu  G   

ограниченная замкнутая область суммируемых функций; dimn  q   число степеней свободы 

динамической системы; T  знак транспонирования; точкой обозначена производная по времени.  

Такой случай «играет центральную роль при рассмотрении систем вида (1) и их обобщений» [12]. 

Кинетическая энергия динамической системы (1) является положительно определенной квадратичной 

формой обобщенных скоростей 2 2

0 1

1 1

n n

s s

s s

q T q
 

    , constj  , 0j  , 0,1j  , и коэффициенты 

матрицы кинетической энергии непрерывно дифференцируемы. 

Положим, что управляющие силы  tu  для любых двух заданных точек расширенного 

координатного пространства переводят динамическую систему (1) из начального состояния 
0 ,t t  

   
T

0 10 0, ,nt q qq     
T

0 10 0, nt q qq  в конечное состояние 
1,t t     

T

1 11 1, ,nt q qq  

   
T

1 11 1, nt q qq . 

Для определенности  

 
  

0
1

: , const, 1, ,

min 0.

s s s s

s
s n

G u t u h h s n

h h
 

   

 
  

Тогда в соответствии с [13] выполняется необходимое и достаточное условие управляемости 

исследуемого класса лагранжевых динамических систем (1). 

Пусть задана скалярная непрерывная вместе со своими частными производными определенно-

положительная целевая функция  F q . Задача синтеза управления системой (1) состоит в поиске 

управляющих обобщенных сил, доставляющих минимум целевому функционалу 

    
1

0

I min

t

G
t

F dt


  u
q q   

при вышеприведенных условиях. 

 

2 Построение квазиоптимальных законов управления на основе условия максимума 

функции обобщенной мощности и нечеткого логического вывода 

Конструктивным подходом к решению задачи квазиоптимального синтеза управления является 

подход на основе редукции задачи Лагранжа к изопериметрической задаче, который включает в себя 

условие максимума функции обобщенной мощности, что позволяет определить структуру управления 

в виде [5]  

       1, , , 1, ,s s s su q V s n    q q q q q   (2) 
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где   – неопределенный множитель Лагранжа, 
s  – синтезирующая функция, 

sV  – фиктивная 

обобщенная сила, зависящая от формы задания целевого функционала [14], ,s

s

F
V

q





 ,q q  – 

обобщенные координаты и скорости, n  – количество степеней свободы системы. 

В задаче управления объектом с несколькими степенями свободы существует возможность 

применения метода декомпозиции [15], что позволит исключить из рассмотрения взаимовлияние 

между степенями свободы и строить законы управления для множества независимых подсистем. 

Адаптацию параметров закона управления в подсистеме можно обеспечить за счет применения 

аппарата нечеткой логики и построения блока нечеткого логического вывода, который позволяет 

определять параметр закона управления в зависимости от текущего состояния системы [16, 17]. 

Для управления отдельной подсистемой в работе [9] был предложен закон управления на 

основе условия максимума функции обобщенной мощности (2) и нечеткого логического вывода, 

который имеет вид 

 1 2

3

cmp

q q
u sat k q k

q k

  
   

    

, (3) 

где 
1 2,k k  – параметры управления, 3k  – параметр на основе нечеткого логического вывода,  sat   

– функция насыщения, обеспечивающая сглаживание скользящего режима [18]: 

 

1, ,

, ,

1, ,

sat

  



    

   

 (4) 

где   – малая положительная постоянная. 

Параметр 3k  формируется на основе нечеткого логического вывода Такаги – Сугено [17, 19] с 

базой правил 

 
1 1 1

2 2 2

: ,

: ,

R q y

R q y

  

 
 (5) 

где 
1,  

2  – нечеткие лингвистические термы блока фаззификации, в котором выполняется процедура 

определения значений функций принадлежности  1 ,m q   2m q  соответственно; 
1,y  

2y  – выходные 

переменные блока вывода [17]. 

Так как база правил (5) содержит только одну лингвистическую переменную, этапы 

агрегирования подусловий и активизации подзаключений в нечетких правилах продукций 

выполняются тривиальным образом. Аккумуляция заключений нечетких правил продукций для 

нечеткого логического вывода Такаги – Сугено фактически отсутствует [20]. 

Дефаззификация осуществляется следующим образом. Выходной сигнал представляет собой 

нормализованную взвешенную сумму заключений 
1y  и 

2y : 
 

 
   

   
1 1 2 2

3

1 2

.
m q y m q y

k
m q m q





  (6) 

Заключения 
1y , 

2y  определяются в процессе настройки нечеткого логического вывода 

Такаги – Сугено в соответствии с моделью выбранного объекта управления. Применение нечеткого 

параметра 3k  позволяет изменять гиперповерхность переключения в зависимости от текущего 

состояния системы, что дает возможность адаптации к априорно неизвестным начальным условиям 

функционирования системы. 

Блок системы управления на основе предлагаемого закона (3) представлен на рис. 1. 
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Рис. 1. Схема в MATLAB Simulink построенного управления (3) 

 

В качестве показателя эффективности управления рассмотрим функционал быстродействия [21] 
 

 

0

,
kt

t

t

J dt   (7) 

где 
0t  – начало управления, 

kt  – время достижения заданной окрестности терминальной точки 

, ,k kq q     примем 
310 .   

 

Моделирование 

Рассмотрим модель движения [18] в среде с сопротивлением, которая в первом приближении 

описывает динамику движения высокоскоростного транспорта 

 
20.8 ,q q u    (8) 

схема системы представлена на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Схема в MATLAB Simulink системы (8) 

 

Для системы (8) в работе [9] выходные переменные базы правил (5) были определены как 

1 2,y   
2 0,53,y   функции принадлежности  1 ,m q   2m q  определены в виде  

 

       1 212 0.5 12 0.5

1 1
, ,

1 1
q q

m q m q
e e
  

 
 
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их графики представлены на рис. 3. 
 

 

Рис. 3. Функции принадлежности нечетких лингвистических терм базы правил (5),  

реализованы в программном пакете MATLAB Fuzzy Logic Designer 
 

Сравним разработанное управление (3) с известным управлением, предложенным для системы 

(8), которое представлено на рис. 4 и имеет вид [18] 
 

 

  

 

 
1

, ,

, ,

2 1 ,

reshu hsat q q

q q q k q q

k h


 

    

    

 (9) 

где h  – ограничение на управление,   – постоянная, определяющая величину независимых 

ограниченных возмущений :v  , 1.v h   Так, для системы (8) величина   соответствует 

максимальному по модулю значению 
20.8 .v q    

 

 

Рис. 4. Схема в MATLAB Simulink управления (9), блок sat реализован в соответствии с (4) 
 

Значения показателя эффективности (7) для систем (8), (3) и (8), (9) с параметрами [9, 18] 

310 ,   1,h   
1 1,k     

1

2 2 1k h


      на области начальных условий 
0 1,q     0 1,1q    

представлены на рис. 5. Так как на выбранном интервале  0 1,1q    максимальное по модулю значение 

20,8 0,8,v q    определим 0,8.   
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Рис. 5. Значения показателя (7) (левый и правый края интервала 

0q )  

при управлении системой (8):  

A – известное управление (9), B – для построенное управление (3) 
 

Результаты моделирования показывают, что на рассмотренной области начальных условий 

разработанное управление (3) доставляет выигрыш по функционалу (7) в сравнении с управлением (9). 

Рассмотрим модель тягового электропривода поезда в виде апериодического звена второго 

порядка [22], представленную на рис. 6: 
 

  1 2 1 2 ,TT x T T x x u     (10) 

где 
1 1,44 c,T   

2 2,53 c,T   
*,x q q   q  соответствует силе тяги/электрическому торможению, 

развиваемому локомотивом; 
*q  – целевое значение силы тяги/электрического торможения. 

Поскольку управление силой тяги осуществляется с учетом равнодействующей сил основного 

и дополнительного сопротивления движению [22], которые можно рассматривать как априорно 

неизвестные мешающие возмущения, то рассматриваемые управления (3) и (9) могут быть 

реализованы при наличии сведений о величине максимально возможных априорно неизвестных 

возмущений.  
 

 
Рис. 6. Схема модели тягового электропривода поезда (10) 

 

Помимо показателя (7) эффективность электропривода целесообразно определять по 

показателю точности [23], который выражается квадратичным функционалом 

 

0

2 .
kt

x

t

J x dt   (11) 
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Значения показателя эффективности (7) для систем (10), (3) и (10), (9) с параметрами [9, 18] 

310 ,   0,76,   5,h   
1 1,k     

1

2 2 1k h


      и начальными условиями 
0 1,x   

0 0,7x  : для 

системы (10), (9) – 1,537 с, для системы (10), (3) – 1,213 с. Значения по показателю (11): для системы 

(10), (9) – 0,515 м2, для системы (10), (3) – 0,479 м2. Поведение систем на фазовой плоскости 

представлено на рис. 7. 
 

 
Рис. 7. Поведение системы (10) на фазовой плоскости под управлениями: А – (9), В – (3) 

 

Результаты моделирования показывают, что предлагаемое управление (3) обеспечивает 

выигрыш по показателю эффективности (7) 21,4 % в сравнении с известным управлением (9), при этом 

имеет место проигрыш на 19,72 % по функционалу 

0

2 .
kt

v

t

J v dt   

Заключение 

Анализ результатов моделирования позволяет утверждать, что закон управления на основе 

условия максимума функции обобщенной мощности и аппарата нечеткой логики дает возможность 

повысить эффективность управления по функционалу быстродействия и квадратичному функционалу 

в сравнении с известными решениями при управлении различными динамическими объектами. 

Разработанный закон управления при детализации математической модели динамики 

движения с учетом особенностей работы электропривода поезда может быть использован в составе 

комплекса автоматизированного управления подвижным составом как элемент интеллектуальной 

транспортной системы. 
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