
ISSN 0201-727X ВЕСТНИК РГУПС № 2 / 2026 

 

219 

УДК 621.874 + 06                                                                                            DOI 10.46973/0201–727X_2026_2_219 
 

В. А. Крутова, Д. С. Фролова, Е. А. Тимофеев 
 

ВЛИЯНИЕ ЧАСТОТЫ ВРАЩЕНИЯ И ПЕРЕДАВАЕМОГО МОМЕНТА 

НА РАЗМЫКАНИЕ ПРОФИЛЕЙ ЗУБЬЕВ В МЕЛКОМОДУЛЬНЫХ ПЕРЕДАЧАХ 
 

Аннотация. Рассмотрен процесс колебаний мелкомодульной зубчатой передачи, ра-

ботающей в режиме размыкания профилей зубьев. Проанализированы основные 

группы факторов, определяющих характер колебаний: источники возбуждения (по-

грешности изготовления и сборки, кинематический эксцентриситет, неравномерность 

вращения вала, износ) и инерционно-жесткостные параметры с демпфированием. По-

строена динамическая модель зубчатой пары и составлена система дифференциальных 

уравнений, учитывающая переменное демпфирование, боковой зазор и многозначную 

функцию кинематической погрешности. Выполнено упрощение системы для инженер-

ных расчётов и получено выражение для усилия в зацеплении с выделением динамиче-

ской добавки. Показано, что вероятность перехода передачи в режим размыкания про-

филей возрастает при увеличении частоты вращения и снижении передаваемого крутя-

щего момента. 
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Введение 

Процесс колебаний зубчатой передачи, работающей в режиме размыкания профилей зубьев, 

определяется двумя основными группами факторов: источниками возбуждения колебаний и парамет-

рами, влияющими на их характер. К первой группе относятся погрешности изготовления, искажающие 

профиль зуба и вызывающие кинематический эксцентриситет. Сюда же входят погрешности сборки, 

которые изменяют боковой зазор и жесткость сцепляющихся зубьев. Важными источниками возбужде-

ния также выступают неравномерность вращения вала электродвигателя и искажения профилей зубьев 

вследствие изнашивания [1, 2]. 

Вторая группа включает инерционно-жесткостные параметры, определяющие собственные ча-

стоты системы, и демпфирование. Особую сложность для моделирования представляет оценка демпфи-

рования. В отличие от демпфирования валов, которое можно принимать постоянным, коэффициент 

демпфирования колебаний зубьев является переменной величиной. Он зависит от толщины пленки пла-

стичного смазочного материала, течение которого при ударном нагружении подчиняется сложным за-

конам (закону Гершеля – Балкли) [3]. 

При совпадении вынужденных частот с собственными наступает резонанс, ведущий к резкому 

росту динамических нагрузок. При ударном взаимодействии зубчатых пар усилие в зацеплении может 

во много раз превышать передаваемые номинальные нагрузки [2]. Такие короткие интенсивные удары 

вызывают дополнительные угловые ускорения и проскальзывание в шариковых подшипниках. При кон-

сольном расположении шестерни на валу это приводит к быстрому разрушению передней опоры элек-

тродвигателя. 

Для детального теоретического исследования всех описанных процессов колебаний с учетом много-

образия влияющих факторов необходима разработка комплексной расчетной модели зубчатой пары. 
Целью работы является разработка расчётной модели колебаний мелкомодульной зубчатой пары 

и установление условий перехода передачи в режим размыкания профилей зубьев. 
 

Основная часть 

При выборе расчетной схемы необходимо учитывать сложившуюся практику конструктивного 

выполнения мелкомодульных зубчатых приводов, так как отражение особенностей конструкции позво-

лит исключить ряд существенных ошибок при моделировании. Современным конструкциям таких при-
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водов присущи следующие основные черты: корпус электродвигателя и входная шестерня привода кон-

сольно крепятся соответственно к корпусу редуктора и на вал двигателя. Колесо входной ступени рас-

полагается, как правило, на двух разнесенных опорах, а последующие ступени приводятся во вращение 

от шестерни второй ступени, расположенной на одном валу с колесом первой ступени [4]. 

На основе изложенного формируется динамическая модель колебаний зубчатой пары. Ротор 

электродвигателя условно представляется диском с моментом инерции 𝐽1. Вследствие переменного кру-

тящего момента 𝑇1(𝜑), создаваемого магнитными силами, ротор может иметь неравномерную частоту 

вращения. Вал ротора обладает жесткостью кручения и демпфирует крутильные колебания с коэффици-

ентом 𝐻φ2. В поперечном направлении этот вал, закрепленный в подшипниках, имеет жесткость 𝐶𝑟2 и 

коэффициент демпфирования 𝐻𝑟2. На валу ротора жестко закреплена шестерня с моментом инерции 𝐽2 

и массой 𝑚2. Она сцепляется с колесом, характеризующимся моментом инерции 𝐽3 и массой 𝑚3. Сами 

зубья пары обладают жесткостью 𝐶23 и способны демпфировать колебания с коэффициентом 𝐻23. Зна-

чение 𝐻23 определяется эффективной толщиной масляной пленки в зацеплении, зависящей от режимов 

работы и параметров смазочного материала. В зацеплении присутствует боковой зазор Δ𝑟, величина ко-

торого изменяется в зависимости от угла поворота, качества изготовления и сборки передачи [5].  

В процессе работы передачи всегда наблюдается расхождение между фактическим и теоретиче-

ским передаточным отношением из-за погрешностей и износа [6]. Эти отклонения приводятся к много-

значной функции кинематической погрешности 𝑅𝐾(φ). Зубчатое колесо закреплено на валу с крутиль-

ной жесткостью 𝐶φ3 и коэффициентом демпфирования 𝐻φ3. В поперечном направлении вал колеса 

имеет жесткость 𝐶𝑟3 и коэффициент демпфирования 𝐻𝑟3. К этому валу также присоединен диск с мо-

ментом инерции 𝐽4, имитирующий инерцию всех последующих ступеней редуктора, к которому прило-

жен крутящий момент сопротивления 𝑇4. В принятой модели валы, опоры и зубья принимаются абсо-

лютно невесомыми упругими элементами. 

В соответствии с описанной расчетной схемой (рисунок) система дифференциальных уравнений, 

описывающая колебания зубчатой пары, имеет следующий вид:  
 

𝐽1φ1̈ +𝐻φ2(φ1̇ − φ2̇) + 𝐶φ2(φ1 − φ2) = 𝑇1(φ), 

𝐽2φ2̈ +𝐻φ2(φ2̇ − φ1̇) + 𝐶φ2(φ2 − φ1) + (𝐻23δ23̇ + 𝐶23δ23)
𝑑𝑏2
2
= 0, 

𝐽3φ3̈ +𝐻φ3(φ3̇ − φ4̇) + 𝐶φ3(φ3 − φ4) − (𝐻23δ23̇ + 𝐶23δ23)
𝑑𝑏3
2
= 0, 

𝐽4φ4̈ +𝐻φ3(φ4̇ − φ3̇) + 𝐶φ3(φ4 − φ3) = −𝑇4, 

 𝑚2𝑋2̈ +𝐻𝑟2𝑋2̇ + 𝐶𝑟2𝑋2 − (𝐻23δ23̇ + 𝐶23δ23) = 0, 

𝑚3𝑋3̈ +𝐻𝑟3𝑋3̇ + 𝐶𝑟3𝑋3 − (𝐻23δ23̇ + 𝐶23δ23) = 0, 

δ23 = φ2
𝑑𝑏2
2
− φ3

𝑑𝑏3
2
− 𝑋2 + 𝑋3 − 𝑅𝐾(φ). 

 

 
 

Модель колебаний зубчатой пары 
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Процесс колебаний может сопровождаться размыканием профилей зубьев [7]. Если амплитуда 

колебаний не превышает величину бокового зазора Δ𝑟(φ), то есть выполняется условие 
 

−Δ𝑟(φ) < δ23 ≤ 0, 
 

то контакт между зубьями теряется, и параметры зацепления обнуляются: 
 

𝐶23 = 0;  
𝐻23 = 0. 

 

В случае если амплитуда колебаний превышает боковой зазор, происходит соударение нерабо-

чих профилей зубьев [8]. При условии: 
 

δ23 ≤ −Δ𝑟 
 

усилие контактирования определяется зависимостью: 
 

𝐹3 = 𝐻23δ23̇ + 𝐶23(Δ𝑟 + δ23). 
 

Вследствие соударений зубьев процесс носит явно нелинейный характер, поэтому решение дан-

ной системы уравнений целесообразно производить методом пошагового интегрирования (например, 

методом Рунге – Кутты) [9], предварительно приведя её к системе дифференциальных уравнений пер-

вого порядка (задаче Коши). 

Для инженерных расчетов и получения качественных зависимостей о влиянии погрешностей на 

динамические нагрузки систему можно упростить [10]. В связи со слабой загруженностью мелкомодуль-

ных передач деформациями опор и зубьев можно пренебречь, считая валы абсолютно жесткими. В этом 

случае исходная система примет вид: 
 

(𝐽1 + 𝐽2)φ2̈ + 𝐹3
𝑑𝑏2
2
= 𝑇1, 

(𝐽3 + 𝐽4)φ3̈ + 𝐹3
𝑑𝑏3
2
= −𝑇4, 

 φ2
𝑑𝑏2
2
+ φ3

𝑑𝑏3
2
= 𝑅𝐾 . 

 

Учитывая кинематическое соотношение крутящих моментов 𝑇4 =
𝑑𝑏3

𝑑𝑏2
𝑇1 и полагая 𝑇1 = const, 

решение упрощенной системы относительно усилия в зацеплении запишем в виде: 
 

𝐹3 =
2𝑇1
𝑑𝑏2

+
4(𝐽1 + 𝐽2)(𝐽3 + 𝐽4)

𝑑𝑏2
2(𝐽3 + 𝐽4) + (𝐽1 + 𝐽2)𝑈

2
𝑅𝐾̈ . 

 

Второе слагаемое в данном уравнении представляет собой динамическую добавку к статической 

нагрузке. Поскольку многозначная функция кинематической погрешности 𝑅𝐾 носит периодический ха-

рактер, эта добавка может принимать как положительные, так и отрицательные значения. В случае когда 

расчетное значение 𝐹3 становится нулевым или отрицательным, происходит размыкание профилей 

зубьев в процессе пересопряжения. 

Для часто встречающегося на практике случая проектирования мелкомодульных редукторов, ко-

гда сумма моментов инерции двигателя и шестерни значительно превышает инерцию ведомых элемен-

тов ((𝐽1 + 𝐽2) ≫ (𝐽2 + 𝐽3)), формула упрощается: 
 

𝐹3 =
2𝑇1
𝑑𝑏2

+
4(𝐽3 + 𝐽4)

𝑑𝑏3
2 𝑅𝐾̈ . 

 

Из выражения следует, что динамическая добавка в этом случае зависит от суммы моментов 

инерции колеса и приведенных моментов последующих ступеней. Для качественной оценки влияния 

режимов на условия размыкания, функцию кинематической погрешности можно представить в виде 

тригонометрического ряда: 
 

𝑅𝐾(φ) = ∑𝐾 𝑓𝐾 sin(𝐾𝑍φ2 + γ𝐾), 
 

где 𝑓𝐾 – амплитуды частотных составляющих; 
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𝐾\𝑍  – номер гармоники;  

φ2 – угол поворота шестерни; 

γ𝐾 – фаза спектра. 

Дважды дифференцируя это уравнение по времени, получаем: 
 

𝑅𝐾̈ = −(
2φ2
𝑑𝑡
)
2

∑𝐾𝑍
2 ∙ 𝑓𝐾 ∙ sin(𝐾𝑍φ2 + γ𝐾)

𝐾

= −ω2
2Ф(φ), 

где Φφ – функция, зависящая от погрешности передачи. 
 

Аналитическое выражение многозначной функции кинематической погрешности для мелкомо-

дульной зубчатой передачи будет иметь вид: 
 

𝑅𝐾𝑗(φ1) = 𝑒г.к.1 sinφ1 + 𝑒г.к.2 sin (φ1
𝑑𝑏2
𝑑𝑏3

+ ψ12) + 𝐹(φ1), 

 

где 𝐹(φ1) – функция, зависящая от сочетания погрешностей профиля и шага зубьев шестерни и колеса. 
 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝐹(φ1) = −

𝑑𝑏2
2
sin(2α ∙ 𝑡 ∙ 𝑤) ∙

Ф𝑒2
Ф𝑖1(𝑈 + 1)

(φ𝐻𝑗 − φ1)
2
,

φ𝐻𝑗 − 0,1 ≤ φ1 < φ𝐻𝑗;

𝐹(φ1) = 𝑓𝑓𝑟1 (Ф𝑖1 + φ1 − φ𝐻𝑗) + 𝑓𝑓𝑟2 (Ф𝑒2 + φ1 − φ𝐻𝑗) ,

φ𝐻𝑗 ≤ φ1 ≤ φ𝐻𝑗 +Ф𝑒1 −Ф𝑖1;

𝐹(φ1) = −
𝑑𝑏1
2
sin(2α ∙ 𝑡 ∙ 𝑤) ∙

Ф𝑒1𝑈

Ф𝑖2(𝑈 + 1)
(φ1 − φ𝐻𝑗 −Ф𝑒1 +Ф𝑖1)

2
,

(φ𝐻𝑗 +Ф𝑒1 −Ф𝑖1) < φ1 ≤ (φ𝐻𝑗 +Ф𝑒1 −Ф𝑖1 + 0,1) .

 

 

где Ф𝑒2 , Ф𝑖2 – углы развернутости эвольвенты профиля зуба колеса для момента выхода и входа зуба в 

зацепление соответственно; 

Ф𝑒1 , Ф𝑖1 – углы развернутости эвольвенты профиля зуба шестерни для момента выхода и входа 

зуба в зацепление соответственно; 

φ𝐻𝑗 = 𝜉 + (𝑗 − 1) ∙
2π

𝑍1
 – углы, соответствующие началу взаимодействия зубьев шестерни и ко-

леса после окончания фазы кромочного контакта; 

𝜉 – фаза; 

 𝑗 – порядковый номер пары зубьев; 

𝑒г.к.1, 𝑒г.к.2 – суммарные значения геометрического и кинематического эксцентриситетов ше-

стерни и колеса соответственно; 

ψ12 – угол, определяющий рассогласованные между эксцентриситетами 𝑒г.к.1 и 𝑒г.к.2; 
𝑓𝑓𝑟1

(φ), 𝑓𝑓𝑟2
(φ) – погрешности профиля зубьев шестерни и колеса соответственно. 

 

Как известно, в процессе приработки зубья передачи подвержены интенсивному изнашиванию, 

при этом происходит искажение профилей зубьев и линия зацепления, имеющая первоначально вид пря-

мой линии, становится кривой.  

При взаимодействии левых и правых профилей зубьев боковой зазор в зацеплении зубьев носит 

переменный характер. Причем в пределах одного пересопряжения можно считать его величиной неиз-

менной, однако при контактировании разных зубьев боковой зазор может иметь существенно различную 

величину. Значение минимального бокового зазора определяется по ГОСТ 9178-81 «Основные нормы 

взаимозаменяемости. Передачи зубчатые цилиндрические мелкомодульные. Допуски» в зависимости от 

вида сопряжения зубчатых колес и величины межосевого расстояния. Наибольший же боковой зазор, 

который может получиться между зубьями передачи не ограничивается стандартом. Это вызвано тем, 

что боковой зазор является замыкающим звеном размерной цепи, в которой допусками ограничены от-

клонения всех составляющих размеров. Наибольший боковой зазор может быть рассчитан по прибли-

женной формуле Б. А. Тайца. Принимая синусоидальный закон изменения бокового зазора в зацеплении 

зубьев по обороту и задаваясь вероятностью для определения границ доверительного интервала 

Р =  0,95, получаем формулу: 
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𝑟(φ1) =
(𝑗𝑛.min + 𝑗𝑛.max)

2
+
(𝑗𝑛.max + 𝑗𝑛.min)

3
sinφ1. 

 

Для оценки зависимости, определяющей величину переменного момента 𝑇1 (φ1 ) входящего в си-

стему уравнений, воспользуемся системой уравнений, полученной при допущении о том, что опоры, валы и 

зубья колес принимаются абсолютно жесткими. Решая её относительно 𝑇1(φ1) получаем уравнение: 
 

𝑇1(φ1) =
𝑑𝑏2
𝑑𝑏3

𝑇4 + [(𝐽1 + 𝐽2) + (
𝑑𝑏2
𝑑𝑏3

)
2

(𝐽3 + 𝐽4)] ∙
δ𝐻 ∙ 𝐾

2
ω1
2 ∙ sin(𝐾 ∙ φ1). 

 

Здесь предполагается, что неравномерное вращение ротора электродвигателя можно описать си-

нусоидальной зависимостью, включающей K периодов за один оборот вала. 

Переменной величиной является также и коэффициент демпфирования колебаний зубьев 𝐻23. 

Причем величина этого коэффициента не зависит от угла поворота вала, а определяется толщиной сма-

зочной пленки в зацеплении зубьев и теплофизическими характеристиками смазочного материала. Та-

ким образом величина этого коэффициента связана с режимами эксплуатации привода и свойствами 

смазочного материала, которые, как известно, изменяются в процессе отработки ресурса. 

Для мелкомодульных зубчатых передач, в связи с их слабой загруженностью, оказывается пере-

менной величиной и жесткость зубьев. Анализируя уравнения, описывающие деформации зубьев при 

воздействии значительных напряжений изгиба и сдвига, а также оценивая контактные деформации по 

Герцу, можно прийти к выводу, что они носят линейный характер. Однако при действии малых нагрузок 

в наибольшей степени начинают проявляться деформации микронеровностей шероховатых поверхно-

стей. Основываясь на допущениях о том, что площадка контакта, на которой контактируют микронеров-

ности, плоская за счет деформации по Герцу и что контакт шероховатых поверхностей упругий, полу-

чили зависимость: 
 

𝐶23 = 𝐶23(𝑞𝐻), 
 

из которой видно, что суммарная жёсткость зубьев, находящихся в контакте, зависит от погонной 

нагрузки, действующей в зацеплении. 

Остальные коэффициенты системы уравнений принимаются постоянными и определяются расчет-

ным путем исходя из конструктивного выполнения привода и эксплуатационных режимов его работы. 
 

Выводы 

Из полученных зависимостей следует, что чем выше частота вращения и чем ниже передаваемый 

передачей крутящий момент, тем ближе условия работы передачи с размыканиями профилей зубьев. 

Работа зубчатой передачи с размыканиями профилей зубьев изменяет все процессы, сопровождающие 

эксплуатацию и, в большинстве приводит к быстрому выходу передачи из строя. Исследование ударных 

процессов в мелкомодульных зубчатых передачах с помощью аналитических инженерных зависимостей 

представляется весьма сложной задачей. Это связано, с одной стороны, с тем, что, предполагая наличие 

ударов в зацеплении зубьев нельзя считать зубья абсолютно жесткими и пренебрегать деформациями 

опор и валов. С другой стороны, весьма трудоемкими оказываются уравнения, оценивающие устойчи-

вость колебательных процессов. 

Многозначная функция кинематической погрешности в определении характера колебаний зуб-

чатых передач имеет важную роль, поэтому для вывода зависимости этой функции от угла поворота 

шестерни было проведено исследование образуемого в зубчатой передаче геометрического и кинемати-

ческого эксцентриситетов, проведен анализ погрешностей профиля и погрешностей шагов, а также было 

оценено влияние кромочного взаимодействия зубьев на входе в зацепление и выходе из него. Влияние 

нагрузки на значение функции кинематической погрешности не оценивалось в связи со слабой загру-

женностью мелкомодульных зубчатых передач. В этом случае, как известно, деформации зубьев очень 

малы и зазоры в передаче не выбираются, следовательно, значения многозначной функции кинематиче-

ской погрешности будут определяться лишь соотношением величин основных шагов зубьев у шестерни 

и у колеса. 
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INFLUENCE OF ROTATIONAL SPEED AND TRANSMITTED TORQUE 

ON TOOTH PROFILE SEPARATION IN FINE-MODULE GEAR TRANSMISSIONS 
 

Abstract. The paper considers the vibration process of a fine-module gear transmission 

operating in the tooth profile separation mode. The main groups of factors determining the 

vibration behavior are analyzed: excitation sources (manufacturing and assembly errors, kin-

ematic eccentricity, shaft rotation irregularity, wear) and the inertia–stiffness parameters to-

gether with damping. A dynamic model of the gear pair is developed and a system of differ-

ential equations is derived that accounts for variable damping, backlash, and the multivalued 

kinematic error function. The system is simplified for engineering calculations, yielding an 

expression for the meshing force with an explicit dynamic load component. It is shown that 

the likelihood of transition into the profile separation mode increases as the rotation speed 

rises and the transmitted torque decreases.  
Keywords: gear transmission, vibrations, tooth profile separation, backlash, kinematic er-

ror, damping, dynamic loads, fine-module gearbox, mathematical modeling. 
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